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Resumen
The west temperade chromatic scale can to be saw as a set of twelve equivalence class (one
by each scale sound) in which act the aditive group mod12 whose elements in musical terms
are the alterations (sharps and flats) showing the music with the face of discret dynamical
system. With this conceptualization we can build the major and minors scales, diatonics and
pentatonics scales, the fifth circle and with a new transformation denominated σ- operator,
build melody from numbers sequence.
La escala occidental croma´tica temperada puede verse como un conjunto de doce clases
de equivalencia (una por cada sonido de la escala) sobre la que existe la accio´n del grupo
aditivo mo´dulo 12 cuyos elementos en te´rminos musicales son las alteraciones (sostenidos
y bemoles) mostra´ndonos as´ı a la mu´sica, con la cara de un sistema dina´mico discreto.
A partir de esta concepcio´n matema´tica se construyen de forma natural y didactica las
escalas mayores y menores, las pentato´nicas y las diato´nicas, conceptos musicales como el
de c´ırculo de quintas y adema´s, a partir de una transformacio´n denominada Operador σ, es
posible utilizar sucesiones de nu´meros como recurso para generar melod´ıa en los ejercicios
de composicio´n.
Palabras Claves: Temperamento, Escala Croma´tica, Grupo aditivo, Accio´n de Grupo,
Sistema Dina´mico, Escalas, Circulo de Quintas, Sucesiones, Melod´ıa.
1. Introduccio´n
Es bien conocido que la mu´sica occidental, desde su concepcio´n en la antigua Grecia con
Pita´goras, ha tenido una ı´ntima relacio´n con la matema´tica. Griegos como Proclus, en el siglo
quinto argumentaban que ”tal como la aritme´tica estudia las cantidades, la mu´sica estudia
la relacio´n entre las cantidades”, la cual es definitivamente una concepcio´n matema´tica de la
mu´sica. Por otro lado James Joseph Sylvester en 1865 escribe este bell´ısimo pa´rrafo:
¿No podr´ıa ser la mu´sica descrita como la matema´tica del sentido y la matema´tica
como la mu´sica de la razo´n? El alma de cada una es la misma! Esto es, los mu´sicos
sienten matema´ticas, los matema´ticos piensan mu´sica, -la mu´sica es el suen˜o, la
matema´tica el trabajo de la vida-, cada una recibe su consumacio´n desde la otra.
El trabajo matema´tico-musical que me propongo realizar, se desarrolla en el sistema que di-
vide a la octava en doce semitonos con Temperamento Igual o Escala Bien Temperada. Esta
1Presentada en el XIX encuentro de geometr´ıa y sus aplicaciones y VII Encuentro de aritme´tica.
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construccio´n es denominada Escala Occidental Croma´tica Temperada, o sencillamente, Escala
Croma´tica, como la designaremos en este documento.
En acu´stica, segu´n anota Pardo (1961), el temperamento es el sistema que divide el intervalo de
octava en un determinado nu´mero de sonidos de distinta altura. As´ı, el propuesto por Huygens
comprend´ıa 31 sonidos. Teo´ricamente desde luego, porque en la pra´ctica, con la palabra tem-
peramento se designaron los sistemas que dividen la octava en doce semitonos: los principales
fueron el antiguo temperamento desigual y el moderno temperamento igual.
Se limitaron a doce sonidos por octava, para que los instrumentos de teclado pudieran ser
manejados en varias octavas por un solo ejecutante, - continua explicando Pardo-, siete teclas
blancas para los sonidos naturales de la escala diato´nica y cinco negras para los sonidos alterados.
El temperamento igual fue propuesto inicialmente por Werckmeister en 1691 y realizado en
la pra´ctica por Neidhart en 1706, pero fue Juan Sebastia´n Bach quien de forma decidida de-
mostro´ como este sistema permit´ıa expresarse en todas las tonalidades de bemoles y sostenidos,
haciendo tambie´n posible la modulacio´n a tonalidades lejanas2. Con este propo´sito Juan Se-
bastia´n Bach escribe El Clave Bien Temperado.
Con el desarrollo de la armon´ıa y la muy generalizada aceptacio´n de la escala croma´tica, la
mu´sica occidental no so´lo se establecio´ de forma muy consistente en Europa y Ame´rica, adema´s,
ha venido conquistando tanto el gusto como el mercado musical mundial. No obstante, no es
del gusto de algunas personas restringirse a la escala croma´tica pues, entre las muchas razones,
argumentan que el o´ıdo humano tiene un rango auditivo demasiado amplio3 como para limitarlo a
las pocas frecuencias que representan las 10 octavas de sonidos posibles del piano. Personalmente
no dudo de la capacidad que puedan tener muchas personas de percibir y distinguir todos los
sonidos que son posibles dentro de este espectro auditivo, pero genuinamente parece ser ma´s un
acto de pedanter´ıa que verdaderamente un trabajo de enriquecimiento musical el que la mayor´ıa
de ellos propone. Al respecto mencionare algunas de las razones por las cuales considero que
la escala croma´tica es suficiente, adema´s de las ya mencionadas desde el punto de vista te´cnico
referentes al temperamento.
La primera razo´n es de cara´cter cultural. La mayor´ıa de la mu´sica que escuchamos en radio -y
esto incluye a la mu´sica cla´sica y al jazz- esta restringida y construida sobre estos doce sonidos.
La explicacio´n es que dentro de la escala croma´tica es posible construir otro buen nu´mero de
muy u´tiles escalas. Por ejemplo la escala pentato´nica, utilizada en mu´sica andina y blues, esta
constituida por cinco de los 12 sonidos de la escala croma´tica. La escala diato´nica, utilizada en
el pop, el rock, la mu´sica folclo´rica y muchos otros ge´neros musicales, consiste de siete sonidos
de la escala croma´tica. La escala a´rabe y muchas otras escalas auto´ctonas de regiones diferentes
a las de los pa´ıses del mundo occidental, pueden ser construidas a partir de sonidos de la escala
croma´tica.
La segunda razo´n es la educativa. No nos ensen˜aron a escuchar otras escalas, de hecho muchas
grandes escuelas de mu´sica no tienen en sus cursos de formalizacio´n teo´rica el estudio de los
sonidos que es posible encontrar entre los doce sonidos de la escala croma´tica sin incluir a estos
y que llevan a una percepcio´n mucho ma´s refinada del o´ıdo.
2Pardo Tovar Andres, El Clave Bien Temperado de Juan Sebastia´n Bach (Notas Explicativas), Imprenta
Nacional, Bogota´ 1961.
3El rango auditivo humano se considera desde los 20Hz hasta los 20.000Hz.
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La tercera razo´n es que si bien un buen nu´mero de instrumentos pueden interpretar ma´s sonidos
de los que la escala croma´tica sugiere, como lo instrumentos de cuerda sin trastes (el viol´ın, la
viola, el chelo, el contrabajo), o los instrumentos de vara (el trombo´n de vara) y pistones (trompe-
ta, trombo´n de pistones), es tambie´n grande el nu´mero de instrumentos que no pueden acceder
a estas escalas porque han sido disen˜ados exclusivamente para interpretar la escala croma´tica.
Es el caso de los instrumentos con traste, los instrumentos ele´ctricos (guitarra, bajo, piano) y
la mayor´ıa de instrumentos de viento (flauta traversa, clarinete, saxofo´n, oboe, fagot). Estos
u´ltimos adema´s gozan de mucha popularidad; la mayor´ıa de nin˜os en su infancia se acercaron
ma´s a la guitarra, al bajo, al saxofo´n y por supuesto al piano -que adema´s parece dar estatus
social-, todos estos limitados a la escala croma´tica -como recie´n he mencionado-, que a otros
instrumentos de naturaleza ma´s abierta al sonido.
Para terminar esta introduccio´n quisiera simplemente referir algu´n tipo de pre-requisitos para la
lectura y correcta comprensio´n de este documento. Por un lado lo musical, acerca de lo cual es
relevante saber que la mu´sica modernamente tiene varias formas de escritura, la ma´s aceptada
por su rigurosidad es la escritura que se realiza en el pentagrama, pero otras formas como
la tablatura y el cifrado americano, tambie´n han venido a ser grandemente utilizadas por su
capacidad practica innegable4. Al respecto, en este documento se utilizara´ el cifrado americano
de forma sistema´tica. Otros conceptos de tipo armo´nico pueden ser consultados en el hermoso
libro Armon´ıa de Walter Piston5.
Por el lado matema´tico se tratara´n conceptos elementales de a´lgebra abstracta que pueden ser
consultados en cualquier libro esta´ndar de este tema y cuestiones sobre sistemas dina´micos que
preferiblemente pueden ser revisadas en el libro de ecuaciones diferenciales de Hirsch-Smale6.
2. El espacio y la accio´n de grupo
2.1. El conjunto (M) de las notas musicales de la escala croma´tica
Si bien la escala musical croma´tica consiste de doce sonidos, estos se repiten perio´dicamente.
Cada vez que lo hace se dice que ha recorrido una Octava. Es decir, la octava comprende los
sonidos que van desde Ai hasta Aj con j− i = 1, donde Ak representa el sonido La -en notacio´n
de cifrado americano- de la k-e´sima octava con k = 0, ..,9. Se toma a La como referencia para
ser coherente con lo tradicionalmente aceptado en mu´sica, pero podr´ıa haber sido cualquier otro
sonido de la escala croma´tica. El vocablo octava se refiere a la connotacio´n que se hace de la escala
croma´tica restringida a una escala diato´nica mayor, al respecto de la cual haremos referencia
ma´s adelante. Por ahora definiremos el Conjunto M de todas las notas musicales de la escala
croma´tica de dos maneras diferentes pero equivalentes. Primeramente desde los sostenidos:
M# = {A0, A#0, B0, C0, C#0, D0, D#0, E0, F0, F#0, G0, G#0,
A1, A#1, B1, C1, C#1, D1, D#1, E1, F1, F#1, G1, G#1, ...,
A9, A#9, B9, C9, C#9, D9, D#9, E9, F9, F#9, G9, G#9}
El s´ımbolo # denota la alteracio´n que sobre la nota se conoce como sostenido. Los sostenidos
4Al respecto se puede consultar: Guzma´n 1998 y Piston 2003
5Piston Walter, Armon´ıa, Idea Books S.A., Barcelona, 2001.
6Hirsch Morris, Smale Stephen, Differential Equation Dynamical Systems, and Linear Algebra, Academic Press
Inc, New York, 1974.
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son alteraciones que mueven la nota musical sobre la que actu´an medio tono hacia adelante.
Desde los bemoles el conjunto M es como sigue:
Mb = {A0, Bb0, B0, C0, Db0, D0, Eb0, E0, F0, Gb0, G0, Ab0,
A1, Bb1, B1, C1, Db1, D1, Eb1, E1, F1, Gb1, G1, Ab1, , ...,
A9, Bb9, B9, C9, Db9, D9, Eb9, E9, F9, Gb9, G9, Ab9}
Los bemoles son denotados con la letra b y juegan el mismo papel del sostenido pero en sen-
tido contrario, pues mueven la nota medio tono pero hacia atra´s. En conclusio´n, el conjunto
M =M#=Mb, pues lo u´nico que cambia es la nomenclatura. En general, hablaremos de M
queriendo referirnos a M#, por razones de comodidad.
2.2. La escala croma´tica base (B)
Construyendo el conjunto cociente M/Z10 de las clases de equivalencia de M mo´dulo 10, obte-
nemos el conjunto que denominaremos Escala Croma´tica Base (B). E´sta escala es como sigue:
B={C, C#, D,D#, E, F, F#, G,G#, A,A#, B}
Donde cada N ∈ B es la clase de equivalencia de todos los Ni ∈M con i = 0, ..,9.
Note que musicalmente hablando no tiene sentido hablar de una aplicacio´n ∗ : B× B→ B porque
sobre este conjunto no es posible definir una operacio´n interna de los elementos de B.
2.3. El sostenido
El sostenido es una funcio´n # : B→ B biyectiva cuya inversa es la funcio´n bemo´l b : B→ B, que
a cada nota musical le asigna su alteracio´n. La composicio´n de sostenidos se define:
#n(N ) := #(...#(N )...) ∀N ∈ B ∀n ∈ Z
Bajo esta operacio´n los sostenidos tienen estructura de grupo, el cual es isomorfo al grupo
aditivo mo´dulo 12 de los enteros. Esto se puede observar claramente pues verifica:
i) #n ◦#m = #n+m ∀n,m ∈ Z
ii) #0 : B→ B es la identidad
iii) #n tiene inversa #−n = bn
El sostenido es entonces un Sistema Dina´mico Discreto sobre la escala croma´tica base. Es decir,
el sostenido es una funcio´n # : Z × B → B tales que #(n,N ) := #n(N ) : B → B. Diremos
entonces que el sostenido es un grupo uno-parame´trico que actu´a sobre la escala croma´tica base.
2.4. Escalas
Una sucesio´n de sonidos constitutivos de un sistema que se suceden regularmente en sentido
ascendente o descendente y todos ellos con relacio´n a una nota que da nombre a la escala o
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to´nica, se conoce como la escala musical. Las notas en una escala no guardan entre s´ı iguales
intervalos. Por ejemplo, la escala diato´nica se forma a partir de las distancias de tono y semitono,
con lo cual queda conformada por siete notas. Las escalas diato´nicas son las ma´s conocidas y
usadas (escala mayor y escala menor en sentido moderno).
Tambie´n es posible construir escalas que solo contengan cinco notas, separadas por un tono, o
por un tono y medio, esta escala se conoce como escala pentato´nica, es la ma´s simple de todas
y probablemente la ma´s utilizada en estilos como el blues, el heavy metal y el rock.
La tonalidad es el conjunto organizado de notas alrededor de una to´nica. Esto significa que hay
una nota central soportada, de una u otra forma, por todas las dema´s notas. Las escalas ma´s
populares en la mu´sica occidental construidas a partir de la escala croma´tica se dividen7 en:
Mayores (M)
Pentato´nica (cinco sonidos)
Diato´nica (siete sonidos)
Jo´nica8
Lidia
Mixolidia
Menores (m)
Pentato´nica
Diato´nica
Do´rica
Frigia
Eo´lica9
Natural
Armo´nica
Melo´dica
Ascendente
Descendente
Aumentadas
7Esta clasificacio´n podr´ıa mejorarse particionando en mayores, menores, aumentadas y disminuidas. Pero la
mayor´ıa de las escalas aumentadas y disminu´ıdas esta´n constitu´ıdas de forma muy espec´ıfica e inusual, por lo
que solo la mencionare´. Si el lector desea, podr´ıa construir la escala de su intere´s a partir de los ejemplos que se
presentan aqu´ı para tener un esquema ma´s completo.
8La escala Diato´nica Mayor es equivalente modernamente al modo Jo´nico de las escalas eclesia´sticas.
9Que coincide con la escala natural menor y es la relativa menor de las escala mayor diato´nica.
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Disminu´ıdas
Locria10
Una escala E con n elementos es una aplicacio´n E : B → Bn con n = 1, ..., 12, tales que a
cada N ∈ B se le asigna E(N ) = (#0, ...,#k, ...,#j)(N ) = (#0(N ), ...,#k(N ), ...,#j(N )) con
0 < ... < k < ... < j < 12.
A partir de la definicio´n es posible definir las escalas de nuestra clasificacio´n como sigue:
La escala Pentato´nica Mayor EPM = (#
0,#2,#5,#7,#9)
La escala Diato´nica Mayor Jo´nica EDMJ = (#
0,#2,#4,#5,#7,#9,#11)
La escala Diato´nica Mayor L´ıdia EDML = (#
0,#2,#4,#6,#7,#9,#11)
La escala Diato´nica Mayor Mixol´ıdia EDM = (#
0,#2,#4,#5,#7,#9,#10)
La escala Pentato´nica Menor EPm = (#
0,#2,#4,#5,#7,#9,#11)
La escala Diato´nica Menor Do´rica EDmD = (#
0,#2,#3,#5,#7,#9,#10)
La escala Diato´nica Menor Fr´ıgia EDmF = (#
0,#1,#3,#5,#7,#8,#10)
La escala Diato´nica Menor Eo´lica EDmE = (#
0,#2,#3,#5,#7,#8,#10)
La escala Diato´nica Menor Armo´nica EDmA = (#
0,#2,#3,#5,#7,#8,#11)
La escala Diato´nica Menor Melo´dica Ascendente EDmM1 = (#
0,#2,#3,#5,#7,#9,#11)
La escala Diato´nica Menor Melo´dica Descendente EDmM2 = (#
0,#2,#3,#5,#7,#8,#10)
Ahora, si por ejemplo quisie´ramos construir la escala mayor de Do escribir´ıamos:
EDMJ(C) = (#
0,#2,#4,#5,#7,#9,#11)(C)
= (#0(C),#2(C),#4(C),#5(C),#7(C),#9(C),#11(C))
= (C,D, E,F, G,A,B)
2.5. El C´ırculo de Quintas
El c´ırculo de quintas es una herramienta que se utiliza en mu´sica para identificar el nu´mero de
sostenidos o bemoles que posee una escala diato´nica. Al ser estos identificados, se escriben en el
pentagrama con el orden espec´ıfico en el que van apareciendo, conformando una estructura que
en el pentagrama se denomina la armadura. La armadura es importante porque esta determina
que valores musicales en la interpretacio´n de la pieza sera´n tomados como sonidos naturales y
cuales sera´n interpretados con alteraciones. Cuando esto no se tiene en cuenta, es posible que la
pieza musical suene desafinada.
Para construir el c´ırculo de quintas en nuestro contexto, tomemos la aplicacio´n #7 : B→ B que
10E´sta escala junto a las escalas Jo´nica, L´ıdia, Mixol´ıdia, Do´rica, Fr´ıgia y Eo´lica, pertenecen a los modos
eclesiasticos antiguos.
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a cada N ∈ B le asigna #7(N ) ∈ B. Si hacemos N = C (la nota Do), obtenemos #7(C) = G.
Al iterar este resultado resulta:
N = C
#7(C) = G
#7(G) = (#7)2(C) = D
#7(D) = (#7)3(C) = A
#7(A) = (#7)4(C) = E
#7(E) = (#7)5(C) = B
#7(B) = (#7)6(C) = F#
#7(F#) = (#7)7(C) = C#
#7(C#) = (#7)8(C) = G#
#7(G#) = (#7)9(C) = D#
#7(D#) = (#7)10(C) = A#
#7(A#) = (#7)11(C) = E#
#7(E#) = (#7)12(C) = C
A la 12−a´va iteracio´n el sistema obviamente recupera la semilla. Ahora tomemos la aplicacio´n
b7 : B→ B que a cada N ∈ B le asigna b7(N ) ∈ B. Si nuevamente hacemos N = C e iteramos
encontramos:
N = C
b7(C) = F
b7(F ) = (b7)2(C) = Bb
b7(Bb) = (b7)3(C) = Eb
b7(Eb) = (b7)4(C) = Ab
b7(Ab) = (b7)5(C) = Db
b7(Db) = (b7)6(C) = Gb
b7(Gb) = (b7)7(C) = B
b7(B) = (b7)8(C) = E
b7(E) = (b7)9(C) = A
b7(A) = (b7)10(C) = D
b7(D) = (b7)11(C) = G
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b7(G) = (b7)12(C) = C
A la 12−a´va iteracio´n el sistema recupera nuevamente la semilla.
Hemos tomado la nota musical Do como semilla fundamentalmente porque su escala mayor
diato´nica carece de alteraciones. La aplicacio´n tenia que ser #7 : B→ B porque bajo la accio´n
de este operador el Do es transformado en Sol, cuya escala diato´nica mayor es la u´nica que posee
un sostenido. Al iterar bajo esta aplicacio´n a Sol se obtuvo Re, cuya escala diato´nica mayor es
la u´nica que posee dos sostenidos. Curioso pero maravilloso, al aplicar n−veces #7 : B→ B se
llega a la nota cuya escala mayor diato´nica tiene n−sostenidos (mo´dulo 12).
Lo mismo sucede con la aplicacio´n b7 : B→ B, pues, nuevamente, si iniciamos con Do, por
las razones que ya se explicaron, se obtiene a Fa, cuya escala mayor diato´nica es la u´nica que
posee un bemol. Al iterar llegamos a Si bemol, que es la u´nica escala mayor diato´nica que posee
dos bemoles. Para la n−e´sima iteracio´n de b7 : B→ B se consigue la nota cuya escala tiene
n−bemoles (mo´dulo 12).
Como conclusio´n, la o´rbita de Do bajo las aplicaciones #7 : B→ B (isomorfo al ideal 7Z del
anillo Z12) y b7 : B→ B (isomorfo al ideal 5Z del anillo Z12) es el c´ırculo de quintas con el cual
es construida la armadura de una pieza musical.
2.6. El operador σ
Suponga que se tiene una sucesio´n de nu´meros s = {a1, ..., ak, ...} con ak ∈ Zn, y se desea a partir
de ellos construir una secuencia melo´dica cuyos elementos estan en E(N ) ∈ Bn, 1 ≤ n ≤ 12. Con
este objeto definimos la transformacio´n que denominaremos Operador σ de la siguiente manera:
σ : Bn → Bm E(N )→ σ(E(N ))
Donde σ = (bij) con i = 1, ...m, j = 1, ..., n, es una matriz de transformacio´n tales que:
bij = 0 Si i = k, j = ak, k = 1, ..., m
bij = 1 Si i = k, j = ak, k = 1, ..., m
Como ejemplo, supongase que tomamos la sucesio´n de los nu´meros que son los residuos de
dividir uno en siete {1, 3, 2, 6, 4, 5, 1, 3, 2, 6, ...}. Y que deseamos ver la secuencia melo´dica que
es generada a partir de elementos de la escala diato´nica mayor jo´nica de Do. Entonces, segu´n la
definicio´n, tenemos que a11 = a23 = a32 = a46 = a54 = a65 = 1 y todos los dema´s elementos de
σ son cero. Entonces:
σ(EDMJ(C)) =
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
C
D
E
F
G
A
B
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
C
E
D
A
F
G
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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La secuencia melo´dica obtenida es (C,E,D,A, F,G). Solo basta asignarle a cada uno de los
elementos de esta sucesio´n un valor r´ıtmico para obtener as´ı la melodia que nos proponiamos:
La melod´ıa de la dina´mica de los residuos de dividir uno en siete.
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